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Metodo Cattura-Ricattura

• Metodo utilizzato per stimare la dimensione di una certa

popolazione (N) sulla base di una serie di (J) ”catture”

effettuate in istanti di tempo diversi.

• A ogni soggetto ”catturato” almeno una volta viene asso-

ciata la configurazione:

r = ( r1 · · · rJ )

rj =


1 se il soggetto è stato catturato all’occasione j

0 altrimenti

• I dati possono essere raccolti su una tabella {yr} con 2J−1

celle; la cella mancante corrisponde al numero (incognito)

di soggetti mai catturati.

r1 = 0 r1 = 1

r2 = 0 r2 = 1 r2 = 0 r2 = 1

r3 = 0 ??? y010 y100 y110

r3 = 1 y001 y011 y101 y111



Esempio

• Diabetici residenti in Casale Monferrato (Bruno et al.,

1994, Diabetes Care).

• Sono state utilizzate J = 4 liste (catture):

1. cliniche private o medici di famiglia;

2. ospedali pubblici;

3. archivio pubblico dei casi di diabete;

4. pazienti che hanno richiesto rimborso dell’insulina.

r yr r yr r yr r yr

0000 - 0100 74 1000 709 1100 104

0001 10 0101 7 1001 12 1101 18

0010 182 0110 20 1010 650 1110 157

0011 8 0111 14 1011 46 1111 58



Modelli più noti per l’analisi di dati

cattura-ricattura

• Modelli log-lineari (Fienberg, 1972, Cormack, 1989);

• Modello a classi latenti (Cowan e Malec, 1986);

• Modello di Rasch (Darroch, 1993, Agresti, 1994).



Modello a classi latenti

• Assunzioni di base:

1. la popolazione è divisa in C classi omogenee (stessa

tendenza ad essere catturati);

2. data la classe latente, le catture sono indipendenti tra

loro (locale indipendenza, LI).

• Probabilità di osservare la configurazione r per un soggetto

appartenente alla classe c

pr|c = Pr(r|c) =
∏
j
λ
rj
j|c(1 − λj|c)

1−rj,

con λj|c = Pr(rj = 1|c).

• Probabilità manifesta di osservare la configurazione r (a

prescindere dalla classe latente)

qr = Pr(r) =
∑
c
pr|cπc,

con πc = Pr(c), peso della classe c.



Modello di Rasch

• Caso particolare del modello a classi latenti in cui (assun-

zione di unidimensionalità, U)

λj|c =
eφc+ψj

1 + eφc+ψj

θc tendenza ad essere catturati dei soggetti nella classe c

βj efficacia della lista j.

• Facile interpretazione dei parametri.

• Le assunzioni possono essere troppo restrittive:

1. anche condizionatamente alla classe latente due liste

possono essere non indipendenti (violazione di LI);

2. la tendenza ad essere catturati può non essere la stessa

per tutte le liste (violazione di U)

λj|c =
eφc(j)+ψj

1 + eφc(j)+ψj
.



Classe di modelli proposta

• Si propone una estensione del modello di Rasch in cui le

assunzioni LI e U sono parzialmente indebolite.

• I pesi delle classi vengono parametrizzati tramite logits

η1 = G log(π)

con π = {πc}.

• Per ogni classe latente, si parametrizza pc = {pr|c} come

(modello marginale)

η2,c = C log(Mpc),

che contiene:

– J logit (marginali);

– J(J − 1)/2 log-odds ratio (marginali);

– parametri di interazione (marginali) di ordine supe-

riore fino al J -mo.



Formulazione di un modello

• si utilizza una forma lineare

η = Xβ

con

η =



η1

η2,1

...

η2,C


, X =


X1 O

O X2

 , β =


β1

β2



• solitamente X1 = I ;

• X2 ha righe pari a 0
′

in corrispondenza di tutte le in-

terazioni di ordine triplo o superiore e in corrispondenza

delle interazioni doppie che si vogliono nulle;

• X2 ha righe diverse da 0
′

in corrispondenza dei logit

marginali di ogni lista.



Inferenza classica

• β è stimato massimizzando la verosimiglianza condizio-

nata, dato n, che ha logaritmo

ly =
∑

r 6=0
yr log

qr
s

 , s =
∑

u 6=0
qr.

• Si propone un uso congiunto degli algoritmi Fisher-scoring

e EM. Il secondo è utilizzato per fornire valori di partenza

per il primo che è molto più veloce ma instabile.

• Una volta stimati i parametri del modello, da dimensione

della popolazione viene stimata come:

N̂ =
n

ŝ
> n.

• Stima della frequenza non osservata:

ŷ0 =
n

ŝ
− n = n

1 − ŝ

ŝ
.



Algoritmo Fisher-scoring

• All’iterazione h + 1 si aggiorna la stima di β come

βh+1 = βh + (F h)−1gh

βh stima al passo h

gh vettore scre al passo h

F h matrice di informazione attesa al passo h.

Algoritmo EM

• È basato sui due passi:

E: si calcola il valore attesto condizionato dei dati com-

pleti ({xc,r}) ai dati incompleti ({yu});

M: si aggiorna β massimizzando la log-verosimiglianza (dei

dati completi),

lx =
∑
c

∑
r
xc,r log(πcpr|c),

con {xc,r} sostituiti con i corrispondenti valori attesti

calcolati al passo E.



Analisi dei dati sui diabetici

Modello (C = 2) Devianza d.f. N̂

Classi latenti 54,240 5 2.295

Rasch 93,953 8 2.332

Rasch + locale dipendenza (*) 0,879 5 2.403

(*) Si ammette un’associazione (condizionata) tra:

1. cliniche e ospedali (γ12);

2. cliniche e rimborso (γ14);

3. ospedali e archivio pubblico (γ23);

4. archivio pubblico e rimborso (γ34).

Parametro Stima s. e. Parametro Stima s. e.

log(π2/π1) -0,7856 0,1523 φ2 2,3335 0,1336

ψ1 0,5394 0,1927 γ12 -1,5132 0,3365

ψ2 -2,5610 0,2052 γ14 -1,1733 0,2884

ψ3 -0,7895 0,1796 γ23 -1,5132 0,3365

ψ4 -3,8303 0,2106 γ24 1,0704 0,2041



Costruzione di intervalli di confidenza

• Un intervallo di confidenza per N può essere ottenuto

sulla base della log-verosimiglianza profilo diN (Cormack,

1992):

ly(N) = max
β

log
N !∏
r yu!

∏
r
qyrr .

1. si individua il valore di N , N̂U , che massimizza ly(N);

2. per ogni N in un certo intervallo di interi si calcola

ly(N) e la devianza

D(N) = 2{ly(N̂U) − ly(N)};

3. dato che D(N) ∼ χ2
1 (asintoticamente sotto l’ipotesi

che il vero valore della popolazione è N), l’intervallo

di confidenza al livello 100(1 − α)% per N è dato da

(N1, N2)

N1 più grande intero (< N̂U) tale che D(N1) ≥ χ2
1,α

N2 più piccolo intero (> N̂U) tale che D(N2) ≥ χ2
1,α



Dati su diabete

• Intervallo di confidenza per N : (2.280, 2.585);



Inferenza Bayesiana

(per il modello a classi latenti)

• Distribuzioni a priori dei parametri:

1. il numero di classi latenti, C, ha distribuzione uniforme

nell’intervallo [1, Cmax];

2. il vettore dei pesi, π = ( π1 . . . πC )
′
, ha distribuzione

Dirichlet con parametri ν = ( ν1 . . . νC )
′
;

3. per ogni j e c, λj|c ha distribuzione Beta con parametri

α = (α1 α2 )
′
.

• Per avere una indicazione univoca delle classi latenti, questo

sono in ordinate in modo crescente rispetto al peso:

π1 < π2 < . . . < πC.

• Per stimare la distribuzione congiunta a posteriori dei

parametri (π,λ) e del numero di classi latenti (C) si ri-

corre al Reversible Jump (RJ) che permette di estrarre

campioni da tale distribuzione:

(π(t),λ(t), C(t)), t = 1, . . . , T.



Reversible Jump

• A ogni passo viene effettuata una delle due mosse:

1. Aggiornamento dei parametri senza variare il numero

di classi latenti;

2. Aggiornamento del numero di classi latenti.

• La scelta della mossa da effettuare è casuale: ognuna è

scelta con probabilità 1/2.



Aggiornamento dei parametri

• Condizionatamente al valore corrente di C si aggiornano

separatamente π e λ tramite mosse di tipo Metropolis-

Hastings.

• Aggiornamento di π: Si propone un nuovo valore dei

parametri, π?, estratto dalla distribuzione

Dirichlet(δ)

che viene accettato con probabilità

min

1,
L(y|π?,λ)p(π?)q(π|π?)

L(y|π,λ)p(π)q(π?|π)

 .

L(·|·) verosimiglianza

p(·) distribuzione a priori

q(·|·)

• Aggiornamento di λ: Si propone un nuovo valore dei

parametri, λ?, estraendo, per ogni j e c, λ?j|c dalla dis-

tribuzione

Beta(ρ);

λ? viene accettato con probabilità

min

1,
L(y|π,λ?)p(λ?)q(λ|λ?)

L(y|π,λ)p(λ)q(λ?|λ)

 .



Aggiornamento del numero di classi latenti

• Viene effettuata casualmente una delle due seguenti mosse

(scelta casuale con probabilità 1/2):

1. si tenta di combinare due classi latenti (conbine);

2. si tenta di dividere una classe latente in due (split).

• Conbine: Si scelgono casualmente due classi latenti con-

secutive (c, c + 1) che si tenta di sostituire con un’unica

classe latente, c′, i cui parametri sono scelti come:

πc′ = πc + πc+1,

λj|c′ = λj|c+1, j = 1, . . . , J.

• Split: Si scegli casualmente una classe, c, che si prova a

dividere in due classi latenti (c1, c2), ponendo:

πc1 = πc′g, πc2 = πc′(1 − g),

λj|c1 = hj, λj|c2 = λj|c′, j = 1, . . . , J,

con g ∼ Beta(2, 4) e hj ∼ Beta(1, 1).



• La mossa proposta (combine o split) viene accetta con

probabilità

min

1,
L(y|π?,λ?, C?)p(π?,λ?|C?)q(π,λ|π?,λ?, C?)

L(y|π,λ, C)p(π,λ|C)q(π?,λ?|π,λ, C)
J

 .

Inferenza sui parametri del modello

• L’algoritmo MCMC produce un campione dalla distribuzione

a posteriori dei parametri del modello. Indichiamo questo

campione con (π(t),λ(t), C(t)), t = 1, . . . , T , dove T è il

numero delle iterazioni.

• Una stima della probabilità a posteriori del numero di

classi C è:

P̂r(C|y) =
TC
T
.

• Una stima “across-model” della numerosità della popo-

lazione è data da

N̂ =
1

T

T∑
t=1

n

u(t)
.

• La probabilità λj di essere catturati dalla lista j, si può

stimare come:

λ̂j =
1

T

T∑
t=1

C(t)∑
c=1

λ
(t)
j|cπ

(t)
c .



Analisi dei dati sui diabetici

Modello a classi latenti P̂r(C|y) N̂ 95% CI per N

Inferenza Bayesiana

C = 3 0.463 2616.0 (2275.5, 3154.0)

C = 4 0.370 2543.2 (2274.1, 3233.3)

C = 5 0.132 2534.3 (2269.1, 3355.3)

Across-model 2575.5 (2273.6, 3204.2)

Inferenza Classica

Biggeri et al. (1999) 2696 (2502, 2950)

Bartolucci and Forcina (2001) 2403 (2280, 2585)

j = 1 j = 2 j = 3 j = 4

λ̂j 0.69 0.18 0.45 0.07

95% CI (0.55,0.78) (0.14,0.21) (0.35,0.51) (0.05,0.08)
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